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Lemme : Soient A, B € ST (R) distinctes. Soient a, b €]0, 1] tels que a +b = 1. Alors,

det(aA + bB) > (det A)*(det B)”

Démonstration. Le théoréme de pseudo-réduction simultanée donne qu'il existe P € GL,(R)
telle que A = ‘PP et B= 'PDP avec D = diag(\1,...,\,) (ou Vi € [1,n], \; > 0).

(det A)*(det B)” = (det P?)*(det P? det D)* = (det P*)(det D)* cara+b=1

D’autre part, det(aA + bB) = det(a’PP + b'PDP) = det P?det(al, + bD).
On s’est donc ramené & montrer que det(al, + bD) > (det D) c’est a dire que

ﬁa—kb)\ <H)\> ou anln(a+b)\i)>bzn:1n()\

i=1
Par concavité du logarithme, on a Vi € [1,n], In(a + bA;) = aln(1) + bln(\;) = bln()\;).
Comme A # B alors D # I, et il existe ig € [1,n] tel que \;, # 1, donc par stricte
concavité du logarithme, on a In(a + bA;)) > aln(l) + bln(\;,) = bln(N;,).

Le résultat s’obtient donc en sommant les inégalités. O

Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe un unique ellipsoide centré
en 0 de volume minimal contenant K.

Démonstration. On rappelle qu'un ellipsoide plein centré en 0 de R™ a une équation du
type ¢(z) < 1,00 ¢ € Q14. On pose pour g€ Q4+, & = {x e R", ¢(x) < 1}.

Existence :

 Calcul du volume V, de &, : Comme ¢(x) = zSz avec S € STT(R) alors par le
théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que S = Pdiag(q, ..., q.)'P avec ¢; > 0. Donc
detq = ¢ -+ ¢, (ne dépend pas de la base orthonormée choisie).

Donc dans la base orthonormée, on a g(x Z q;x

On fait alors le changement de base z = Py (P est la matrice de passage de la base
canonique a la base orthonormée). Le jacobien vaut 1 car P € O,(R). On a alors

quf ” f dry ... de,
q(y Qi+ tgnrz <l

ou A est la mesure de Lebesgue sur la base canonique. On considere le changement de

(un C!-difféomorphisme) dont le jacobien est ———.
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variables donné par z; =
1 V.
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V- n 242 <1 det(q)

ou Vy est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne canonique.

Vq:

e Le probleme peut donc se reformuler ainsi : il s’agit de montrer qu’il existe un unique

q € Q4 telle que det(q) soit maximal et que Yz € K, ¢(z) < 1.

Posons a présent la norme N(q) = supy, < [¢(z)| sur 'espace @ et on définit I'ensemble
= {qe Qy, Vx € K, q(zr) < 1} < Q. On va chercher a maximiser det(q) sur .A.

Montrons que A est un compact convexe non vide de Q.



* A est convexe : Soient ¢,¢' € A et A € [0,1]. La forme quadratique Ag + (1 — A)¢’ est
positive. De plus, Yz € K, (A¢+ (1 —A)¢')(z) < A+1—X=1. Donc A\g+ (1 — )¢ € A.

* A est fermé : Soit (¢, )nen est une suite de A convergente dans @ vers g.
On a pour x € R", |¢(x) — g(x)] < N(q — ¢»)|z|, donc nLHPoo qn(z) = q(x).
On en déduit que Yz € R, ¢(z) = liIEOO qn(xz) =0 (car g, € A< Q) et Vx € K,
q(z) = hI—ir-loo ¢n(z) < 1 donc ¢ € A.

*x A est borné : Comme K est d’intérieur non vide, il existe a € K et r > 0 tel que
B(a,r) c K. Soit q € A.
Si ||z|| < r, alors a + x € K, donc g(a + x) < 1. D’autre part, on a ¢(—a) = ¢(a) < 1
(q(A\r) = A\?q(x)). On obtient alors par I'inégalité de Minkowski,

Va(x) = Va(z + a—a) < A/q(x +a) + 1/q(—a) <2
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Donc ¢(z) < 4. Si |z| < 1, alors |g(z)] = q(z) = —q(rz) < — . Ainsi, N(q) < —=.
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* A est non vide : comme K est compact, il existe M > 0 tel que K < B(0, M).
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La forme quadratique ¢(z) = VL convient.

o L’application déterminant est continue, donc ¢ — det(q) est continue sur le compact
A, et atteint donc un maximum sur 4 en un certain q.
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Comme A contient x — ”]w_HQ € 4, alors det(go) > 0 donc gy € Q. D’ou lexistence.

Unicité : Soit ¢ € A tel que det(q) = det(qo) et ¢ # qo. Soient S, Sy € S;F 7 (R) les matrices

)
respectives de ¢ et ¢y dans la base canonique de R™. Comme A est convexe, %(q +q) € A,

et par le lemme, on obtient
1 1
det <§(q + qo)) — det (5(5 + SO)) > (det )2 (det Sp)2 = det Sy = det(qp)
Ce qui contredit la maximalité de det(qp). O

Remarque. Le résultat reste vrai dans un e.v. réel quelconque de dimension finie muni
d’une structure euclidienne.

Réduction pseudo-simultanée : Soient A € S+ (R) et B € S,(R).
Alors, il existe P € GL,(R) telle que 'PAP = I,, et 'PBP = D ou D est diagonale réelle.

Démonstration. Comme A € §F(R) alors @ : (X,Y) — X AY est un produit scalaire de
R™. Donc il existe une base orthonormée pour ® i.e. 3Q € GL,(R), 'QAQ = I,.

Comme ‘QBQ € S,(R) alors par le théoréme spectral, il existe U € O,(R) telle que
U'QBQU = D. On pose P = QU et on obtient le résultat souhaité. O

Application : Soit F un R-e.v. de dimension finie n muni d’une norme euclidienne || - ||.
Soit G un sous-groupe compact de GL(E). 1l existe g € @, telle que G < O(q).

Démonstration. Posons K = {g(z), g€ G et z € B(0,1)} = U g9(B(0,1)).
geG

K est compact comme image du compact G x B(0,1) par (g,z) — g(x) continue et
K # ¢ puisque K < B(0,1) (pour g = Idg). On pose I'unique ellipsoide &, de volume
minimal contenant K ot ¢ € Q;4. Soit g € G. ¢ = qog € Q44 et K < &y (car
¢ € G, Jx € B(0,1), ¢ (x) e K et ¢'(¢'(z)) =qogog'(z) <letgog € Gcar K c &)).
D’autre part, comme det est borné sur G compact donc sur {g?, p € Z}.

Si | det g| > 1 alors pEIBL |det g|P = 400 et si |det g| < 1 alors plil}lx | det g|” = 400. Donc

|det g| = 1. On a donc det(q’) = det(q) et par unicité ¢ = ¢’. Ainsi, Vg € G, g€ O(q).
Donc G < O(q). O



